O TWIERDZENIU WRONSKIEGO 


przez professora CAYLEY'A 
(Tłomac czenie z QUARTERLY JOURNAL OF PURE AND APPLIED MATHEMATICS, N° 47, zeszyt kwietniowy, 1873 r.) 


(Tłomaczenie z angielskiego (*)) 


Przedstawiono na posiedzeniu Towarzystwa Nauk Ścisłych, d. 6 Marca 1873 r 


To twierdzenie, uważane przez autora jako odpowiedź na pytanie « En quoi consistent les Mathé- 
matiques? N'y aurait-il pas moyen d'embrasser par un seul problème tous les problèmes de ces 
sciences et de résoudre généralement ce problème universel ? » jest podane bez dowodzenia w jego 
Rófutation de la Théorie de Fonctions Analitiques de Lagrange, Paryż, r. 1812, str. 30, i znów powtórzo- 
ném (z dowodzeniem, jak sadzę) w Philosophie de la Technie, Paryż, r. 1815; również jest podane i do- 
wiedzione w Supplément å la Réforme de la Philosophie, Paryż, 1847, str. cix i nast.; toż twierdzenie, 
lecz bez dowodzenia, znajduje się w Fncyclopćdie Mathématique de Montferrier (Paryż, bez daty), t. III, 
str. 398. 


Twierdzenie to daje rozwinięcie funkcyi Fæ pierwiastku równania 
O= f2 + tc,/,c + t,/, © + ete., 


lecz w rzeczywistości ogólność jego nie przechodzi po za szczególny przypadek 0=/« + 2,/,2; to jest 
kiedy równanie jest 0 = gr + Xfx (**). Wziąwszy więc pod uwagę to równanie 


gx + fr =0, 


(C) Artykuł ten jednego z najznakomitszych dzisiejszych angielskich matematyków, podajemy w tłomaczeniu naj- 
wierniejszóm, bez żadnych zmian w znakowaniu i w formie; posłuży on za dowód że w zawiłych i zaciemnionych 
często utworach Wrońskiego, znajdują się rzeczy mogące zwrócić na siebie uwagę pierwszorzędnych uczonych i nie- 
pozwalające wydawać zbyt pospiesznego potępiającego sądu o pracach matematycznych naszego współziomka. 

(Przyp. tłomacza.) 

(*) W samćj rzeczy, w wypadku danym w tekscie, zamiast fo napisawszy zyfyc+- £ft + etc., następnie rozwi- 

nąwszy różne potęgi tćj ilości, każdy wyznacznik będzie zastąpionym przez summę wyznaczników tego samego rzędu 
ʻi będziemy mieli rozwinięcie Fæ podług potęg 2,, £y... (Przyp. CAYLEY'A.) 
ART. VIT, 4 
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> 4 PAMIĘTNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM IV. 
niech a będzie pierwiastkiem równania r =0; twierdzenie jest następujące : 


nr=h 


+it.d. 
gdzie F, f, F, etc. oznaczają Fa, fa, F'a, etc. a króski oznaczają różniczkowanie względem a; znak 
całkowy fisi napisanym zamiast gh ; wprowadzonym jest zresztą jedynie dla symetryi i wido- 
a 


cznie znika; w samćj rzeczy możemy równie dobrze napisać : 


Pr=F 
XA 
—--[P 
ip 
Xa Terg 
trag tal F 1 


gs (FF) 

e EE REET | ES 
Pe ODA? 

Pe (PFY 


+i t. d. 


Zatrzymuję się na chwilę, by zauważyć że twierdzenie Laplace'a jest w rzeczywistości równowa- 
żnóm z twierdzeniem Lagrange'a; mamy bowiem w pierwszćm z tych twierdzeń £= 9 (4 +- hf2), to 
jest gT w =a-+4f4.97'1, zaś Fr = Fę.9"'v, według twierdzenia Lagrange'a 


` 52 
Fr =Fo +} Fę'.f9 + D ([Fy'.(/ę)*] + ete. 


gdzie po prawéj stronie Fọ i /ọ są oboje uważane za symbol, argumentem jest zawsze a i kréski ozna- 
czają różniczkowanie względem a, tak, że Fy jest 
d,.Fęa = F'ga.ga', etc. 


co znaczy twierdzenie Laplace'a. 
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O TWIERDZENIU WROŃSKIEGO, 3 
Przypuśćmy w twierdzeniu Wrońskiego gz == x — a; to jest niech równanie będzie następujące 
c—a + hr =0, 

wtedy każdy wyznacznik zostaje sprowadzonym do pojedynczego wyrazu : tak, wyznacznik trzeciego 
rzędu będzie 

(2—a), [x — a) , PF 

(t—a)', (e—a, (*FY 

(c ay, [(z — a)]”, (PEV 


gdzie w pierwszćj i drugićj kolumnie króski oznaczają różniczkowanie wzgłędem z, która to zmienna 
późnićj zakłada się = a; wyznacznik staje się 


=] ha 
la 12, * 
4 O EES A 
to jest mamy go = CEUTY 


i podobnie w innych przypadkach; wzór staje się zatém 
MSZE AO dE 4 
zgodnie z twierdzeniem Lagrange'a. 
Przypuśćmy w ogólności 97 = (x — a) de, czyli załóżmy równanie 
(ca) ve + Afr =0, 
czyli 
c —=a-+-+kh— je 
ye £ 


mamy wtedy za pomocą twierdzenia Lagrange'a 


Fr=F — > PL 15) F 2) i z: en j r (7) | + etc 


Weźmy naprzykład pod uwagę wyraz F' Sy j ; to jest 
1. CZW (z) [l 
(ef 


króski oznaczają różniczkowanie względem <, a z ostatecznie ma być założonóm = a; lub, co na 
jedno wychodzi, 


-(a) [Feo peso] 


gdzie kréski oznaczają już różniczkowanie względem 6, które to 6 ma być ostatecznie założoném = 0, 
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To jest 


Co może być napisanćm (Fr 5) „ gdzie 


A=9 + fop + |0%9' +..., 


gdzie rozumie się że co się tyczy F'/*, które jest wyrażonóm jako funkcya samego a (0 tymczasem 
zostało założonóm = 0), króski zewnętrzne oznaczają różniczkowanie względem a, co się zaś tyczy A, 
=% + 409' + etc. oznaczają one różniczkowanie względem 9, które późnićj ma być założonóćm =0. 
Twierdzenie zaś będzie teraz 


F =r} (FZ z) +a (F 72: 5) -i raz(” fr. 5) +ete. 


To musi być równoważném z twierdzeniem Wrońskiego, choć przedstawia się w bardzo odmiennym 
i, jak sądzę, dogodniejszym kształcie; lecz wypadki otrzymane z porównania są bardzo godne uwagi: 
zajmiemy się teraz tém porównaniem. 


Wziąwszy pod uwagę powyższy spółczynnik (Pr 5) , spółczynnik ten musi być równym wyra- 
zowi Wrońskiego 
9, (4), FF 
€, (g), (I*F) 
g", (I, PY 


lub, co wychodzi na to samo, wyznacznik ma być 


1 
7 


=i" (arr) 


; JE! 

= fer (3) +2(*PY($) + (PFV r)» 

to jest wartości 
1 , BV LANE 
EE 1.4.2"2 (5) s 4.2 (5) 
muszą być odpowiednio 
=g (9) —9 (9), 9" (9) e (9). 9 (9) —e (9). 
Lecz, co wychodzi na jedno, jeżeli 
i + R 


y +ą* + 23? +... 
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O TWIERDZENIU WROŃSRIEGO. 5 
te powyższe funkcye muszą być 


1.1.29*A,, 1.1.29*2A,, 1.1.29" A,, 
mamy 


2%” =g (ę)'—ę' e) 
=$ (249' + 29°) — 9.299), 
— 69'ę* =p" (Py —7 (4), 
=q".24q' — 4 (24ę" + 694"), 


za 6g" — 29" 9? E] = g" (9 S — gy (p), 
= 9" (24ę" -- 679") — q" (2ąę" + 24”), 


co w saméj rzeczy ma miejsce. I w podobny sposób, dla sprawdzenia spółczynników ì*, mielibyśmy 
do porównania, pierwsze cztery wyrazy rozwinięcia 


1 
p Eo a AIN 1 
(e uz 5% +; 25? asy -) 
z wyznacznikami utworzonymi z pierwowzoru (matrix) 
9 : o" : g”, g” 
(e) (8), (97, e” 
te), (8), (9, (8) l. 


Szereg równań może być przedstawionym jak następuje, pisząc jak powyżćj A dla oznaczenia funkcyi 


, 0 N "n 
PHH ai 


=z 

+ SE, aj. 

AŻ g? " 3| 1” 

ea e N 0% 4 

Dy r 14.2” 
(+), (6), O)” 

A SSE(W.B00 PJ EEE E 

3 ZU 4, 7, 47, +" TAA. 
(e), (e) (E ey” 
(6), (8), (97, (e)” 

itid. 


http://rcin.org.pl 
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gdzie w każdym przypadku funkcya po lewćj stronie ma być rozwiniętą tylko do tćj potęgi jaka za- 
chodzi w wyznaczniku : spółezynniki liczebne pierwszych wierszy poziomych różnych wyznaczników, 
są odwróceniami liczb 

n(n—4ł)...2.4, n(n—1)...2, n(n—1), n, 1, 


gdzie n jest wskaźnikiem najwyższćj potęgi 6. A zatém dowód twierdzenia Wrońskiego polega osta- 
tecznie na postawieniu powyższych równań. Jako sprawdzenie, w czwartym wzorze, napiszmy ę=e* 
(a==0); mamy 


A jw | Or (OTOZOSU 
Des ] ie ig A N | 
h—i (140i H) a 4, 4 
2, 4, 8,16 
3, 9,27, 81 
gdzie wyrażenie po prawćj stronie jest 
=, (— 1412 + 16.72 — 16432 + 10.72) 
== 1—20 + 110% + 0, 
a rozwinąwszy lewą stronę aż do trzecićj potęgi 6, 


= 1 =| 
— 4(40+210+y56)  —20—0—16 
+ 10( 6 +10) +30 + 50 
— w0( io) e 


1-9%+ 20—6 

co się zgadza. 

Wracając do powyższego równania i rozwijając różne wyrazy (ę*) = 297', (9*)' = 277, +27, ete. 
a zatém, ponieważ w każdym przypadku lewa strona zawiera g, ọ', 7, etc. lecz nie zawiera 4, 
widocznóm jest iż po prawćj ręce wyrazy zawierające ę znoszą się nawzajem; przypuściwszy że tak 
jest, równania przybierają najprostszą formę otrzymaną przez założenie pę=0, to jest mamy w ten 
sposób (Py =0, (ę7)'=z2ę*, etc. W celu uproszczenia wzorów, zastęąpmy Poi, 19, sę”, ete. 
przez b, c, d, e, etc. znajdziemy następujące proste kształty : napisawszy dla skrócenia 

© =b + c0 -+ d4* +00? + ete. 

będziemy mieli 


= ja 
ME, A 0, i 
Z JĄ | 
1-368, 1 
e b AAR 

©, 206 |; 
H.2_EISW Ww 2 
e i b, ©, d, e 

b, 2%c, 2bd + e 

R, 83008 
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O TWIERDZENIU WROŃSKIEGO. 1 
to jest dla ©7* prawa strona daje rozwinięcia dochodzące do 67—'!. Zauważyć należy, że w wyzna- 
cznikach różne wiersze poziome są spółczynnikami rozwinięć ©, ©, 9, ete. odpowiednio. 


= g Re R, A 2 1 z 
Dowodzenie jest bardzo łatwe; dość jest wziąść pod uwagę równanie dla w” Załóżmy 


+ q6 + pół + BP 1 96% + 450 + le 


gdzie widocznie =R> i napisziny 
o =B +C0 +D +EP +... 
SS= Ba +09 +D +..., 
= B, +09 +..., 
gdzie B, = b, B, =, B= b; chcemy pokazać że 
BB, + yC: + ôD, + eB, = 0, 
yB, + ôC, + £D, = 0, 
ôB, + cC, = 0, 


bo gdy to ma miejsce, opuszczając wyrazy zawierające 6, 9, ete. i pisząc 


AM 2- PO) 
BZ + zY” 


to 
Ea 
o 
o 
> 
p 
a 
o SP 
=- 
l 
| 
© 


następnie rugując 8, y, ô, s mamy 


w którćm to równaniu wyraz zawierający 


Bt 1 f = 
— jest + =B,B,B,— „== 109 —: 
o I R ASA A 
a lak równanie jest = = w wyznaczniku bez wyrazu o którym mowa (to jest z wyrazem naroż- 


nym sprowadzonym do +). 


Na dowód tego pomocniczego twierdzenia pomnóżmy wyrażenie na z przez z; i zróżniczkujmy 


względem 6, otrzymamy : 


B w 
= puei yr, = Æ BD staje 
o ZZ sę 2r9 tą ea: a «t 
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8 PAMIĘTNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM IV. 
Pomnożywszy przez 
b0 =B, + C,6* + D,6* + E, 


aqoy 
(O 


zaś B, + Ce spółczynnikićm z lv 


widzimy że B,$ + C,y + D,J + E, jest spółczy nnikiem £ w z9 i w podobny sposób B.y+C,0+E,s 


1 Gej. „ 4 (tej 
IO WECOJ 


rozwinięte podług zwiększających się potęg %, zawiera potęgi 6, dodatne 


jest spółczynnikióm £ W „ Niech będzie teraz m cał- 


kowitą dodatnę, Gi 


P ; (09y 
i odjemne, lecz nie zawiera wyrazu logarytmowego : zróżniczkowawszy więc podług 6 


CDR nie 


zawiera wyrazu mającego A ; a więc wyrażenia o których mowa są każde z nich =0; co dopełnia 


dowodzenia, 


Sz s 2.4 UNE E 4 , a KIE 
Powyższe wzory dające rozwinięcie rów do 6*7! w wyrazach mających spółczynniki w rozwinięciu 


©, 6*, ©"—! są, sadzę, godnymi uwagi. 


(*) Sposób ten jest znanym sposobem używanym przez Jacobi'ego i Murphy'ego. (Przyp. CavLEx'a.) 
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